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ZADANIE 1. Niech (X, d) bȩdzie przestrzenia̧ metryczna̧. Udowodnij, że me-
tryka d, jako funkcja d : X × X → R jest Lipschitzowska ze staÃla̧ 2, jeśli w
produkcie X ×X rozpatrujemy metrykȩ ,,maksimum”, czyli dmax((x, y), (x′y′)) =
max{d(x, x′), d(y, y′)}, a w R zwykÃla̧ metrykȩ ,,moduÃl różnicy”.

ROZWIA̧ZANIE: Mamy wykazać oszacowanie

|d(x, y)− d(x′, y′)| ≤ 2dmax((x, y), (x′y′)).

Z warunku trójka̧ta mamy:

d(x, y) ≤ d(x, x′) + d(x′, y′) + d(y′, y) oraz d(x′, y′) ≤ d(x′, x) + d(x, y) + d(y, y′).

czyli, przenosza̧c jedno wyrażenie na druga̧ stronȩ,

d(x, y)− d(x′, y′) ≤ d(x, x′) + d(y′, y) oraz d(x′, y′)− d(x, y) ≤ d(x′, x) + d(y, y′).

Pokazalísmy, że
|d(x, y)− d(x′, y′)| ≤ d(x, x′) + d(y, y′).

Ale oczywíscie

d(x, x′) + d(y, y′) ≤ 2max{d(x, x′), d(y, y′)} = 2dmax((x, y), (x′y′)).

co daje ża̧dana̧ nierówność.

NAJCZȨSTSZE BÃLȨDY:
1. Niepoprawne zapisanie warunku Lipschitza.
2. Przyjȩcie, że X to prosta rzeczywista.
3. Poprzestawianie x, x′, y, y′.

ZADANIE 2. Udowodnij, że jeśli F jest zwarta̧ (w metryce supremum) rodzina̧
funkcji cia̧gÃlych f : X → Y , gdzie X jest przestrzenia̧ zwarta̧, a Y dowolna̧
przestrzenia̧ metryczna̧, to zbiór

Z =
⋃

f∈F
f(X),

(czyli suma obrazów wszystkich funkcji z rodziny F) jest zwarty w Y .
Wskazówka: Pokazuj cia̧gowa̧ zwartość.



ROZWIA̧ZANIE: Niech (yn) bȩdzie cia̧giem punktów w Z. Mamy pokazać, że
istnieje podcia̧g zbieżny. Każdy yn jest obrazem jakiegoś punktu z X, nazwijmy go
xn, przez jaka̧ś funkcjȩ z rodziny F , nazwijmy ja̧ fn. Czyli yn = fn(xn). Istnieje
podcia̧g nk taki, że xnk

jest zbieżny do jakiegoś x ∈ X (korzystamy ze zwartości
X. Dalej, istnieje pod-podcia̧g nki taki, że fnki

jest zbieżny w metryce supremum
(czyli jednostajnie) do jakiej́s f ∈ F (tu korzystamy ze zwartości F). Ponieważ
pod-podcia̧g xnki

też zbiega do x, możemy dla uproszczenia oznaczeń uznać, że
mamy podcia̧g nj taki, że jednocześnie xnj

zbiega (po j) do x i fnj
zbiega do f .

Oczywíscie punkt y = f(x) z definicji należy do Z. Wystarczy teraz pokazać, że
ynj

zbiega do y. Ustalmy ε > 0. Niech δ bȩdzie taka, że dX(x, x′) < δ =⇒
dY (f(x), f(x′)) < ε

2 (tu korzystamy z cia̧gÃlości funkcji f w punkcie x). Teraz
znajdujemy j0 tak duże, że dla wszystkich j ≥ j0 zachodzi jednocześnie

dX(xnj
, x) < δ oraz dsup(fnj

, f) <
ε

2
.

Wtedy, dla j ≥ j0 mamy:

dY (ynj , y) = dY (fnj (xnj ), f(x)) ≤
≤ dY (fnj (xnj ), f(xnj )) + dY (f(xnj ), f(x)) ≤

≤ dsup(fnj , f) +
ε

2
≤ ε

2
+

ε

2
= ε.

NAJCZȨSTSZE BÃLȨDY:
1. Rozpoczynanie dowodu od wybrania cia̧gu punktów w X – to kompletnie nic
nie daje, bo mamy dowodzić zwartości Z.
2. Uznanie, że cia̧g punktów z Z jest postaci f(xn) (z ustalona̧ funkcja̧ f) albo
postaci fn(x) (z ustalonym x). Żadana z tych wersji nie opisuje ogólego cia̧gu z Z.
3. Wszelkie argumenty z zastsosowaniem zupeÃlności, cia̧gów podstawowych, itp.
4. Uważanie, że suma definiuja̧ca Z jest przeliczalna.
5. Najczȩstszy bÃla̧d – stwierdzenie, że suma zbiorów zwartych jest zbiorem zwartym.
(To jest kompletny nonsens: każdy zbiór jest suma̧ pojedynczych punktów, które
sa̧ zwarte).

ZADANIE 3. Udowodnij, że w dowolnej przestrzeni metrycznej (X, d) każda kula
otwarta K(x, r) jest zbiorem typu Fσ. (Nie powoÃluj siȩ na fakt z wykÃladu, że każdy
zbiór otwarty jest typu Fσ, tylko udowodnij to ,,na piechotȩ” dla kuli.)

ROZWIA̧ZANIE: Wystraczy zauważyć, że

K(x, r) =
∞⋃

n=1

K(x, r − 1
n ).

gdzie K(x, s) oznacza kulȩ domkniȩta̧ o promieniu s: K(x, s) = {y : d(x, y) ≤ s}.
Inkluzja ,,⊃” jest oczywista, bo każda kula domkniȩta o promieniu mniejszym od
r jest zawarta w kuli otwartej o promieniu r. Inkluzja ,,⊂”: Niech y ∈ K(x, r).
Wtedy d(x, y) < r i istnieje n takie, że d(x, y) ≤ r − 1

n . Zatem y ∈ K(x, r − 1
n ).

Ponieważ kule domkniȩte sa̧ zbiorami domkniȩtymi, wiȩc przedstawilísmy K(x, r)
jako sumȩ przeliczalna̧ zbiorów domkniȩtych.



NAJCZȨSTSZE BÃLȨDY:
1. Brak dowodu równości rozważanej kuli otwartej i zaproponowanej sumy zbiorów
domkniȩtych.
2. Uważanie, że jak zbiór nie jest otwarty, to jest domkniȩty.
3. KarkoÃlomne i bÃlȩdne dowodzenie czegoś o dopeÃlnieniu kuli.
4. Używanie do tego zadania Twierdzenia Baire’a (nie zakÃladmy zupeÃlności).


